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Das stationäre Verhalten eines Josephson-Tunnelelements

Von M. Rrnonr,, H.-G. Mnvnn, W. Knnorr

Sektion Physik der tr'riedrich-Schiller-Universität Jena

Inhaltsübersicht. Im Rahmen der Werthamer-Theorie untersuchen wir das Strom-Span-
nungs-Verhalten eines autonomen Josephson-Tunnelelements bei Speisung durch eine Stromquelle
mit endlichem Innenwiderstand. Der Grenzfall der Konstantspannungsspeisung und der X'all großer
Kapazitäten werden analytisch mit Hilfe eines Störungsverfahrens im n'requenzraum gelöst. Die
numerisch gewonnenen asymptotischen Lösungen zeigen charakteristische Äbweichungen von den
Lösungen, die im RSJ-Modell erhalten werden.

The Stationary Behaviour of a Josephson Junction

Abstract. Within the frame bf the Werthamer theory we investigate the current-voltage
dependence of an autonomous Josephson junction fed by a current source with finite load resistance.
The limiting case of the voltage biased junction and the case of a large capacitance are solved ana-
lytically using a pertubation calculation in the frequency domain. The numerically calculated
asymptotical solutions show significa,nt deviations from the solutions obüained within the RSJ-motlel.

1. Einleitung

Josephson-Tunnelelemente sind kryoelektronische Bauelemente mit extrem nicht-
linearen Eigenschaften. In Abhängigkeit von der Art ihrer elektrischen Speisung unter-
scheidet man zwei verschiedene Betriebsregimes: Liegt am Element eine Konstant-
spannung Vo an, so fließt ein hochfrequenter Wechselstrom mit der Josephsonfrequenz
Qo:ZeVoltt; fließt andererseits durch das Element ein Konstantstrom 1e, so wird eine
hochfrequente Wechselspannung erzeugt, die alle harmonischen Oberwellen der Grund-
frequenzJ2o : ZeVlqtp enthält. fn beiden 3ällen entsteht in der Tunnelbarrierenschicht
ein elektromagnotisches Wechselfeld, das in die Umgebung abgestrahlt wird.

Auf Grundlage der mikroskopischen Theorie der Supraleitung hat Wnnrneunn [1]
bereits 1966 eine Beschreibung des elektrischen Verhaltens gegieben. Die von ihm ge-
fundene X'ormel für die Strom-Spannungs-Abhängigkeit konnte jedoch erst über 10 Jahre
später aus dem tr"requenzraum in den Zeitbereich überführt und damit vollständig
verstanden werden t?-4].Daneben existiert das phänomenologische RSJ-Modell [5],
welches im Vergleich zum Werthamer-Modell bedeutend einfacher ist, jedoch-die wesent-
lichen qualitativen Merkmale richtig wiedergibt. Die Ende der siebziger Jahre vorge-
schlagenen neuen Anwendungsmöglichkeiten von Josephson-Tunnelelementen u. a. als
Spannungsstandard [6] bzw. X'requenzmixer [7] haben in den Tetzten Jahren ein zu-
nehmendes Interesse an der mikroskopischen Beschreibung hervorgerufen.

fn dieser Arbeit wollen wir das stationäre Verhalten eines Josephson-Tunnelelements
im Werthamer-Modell untersuchen; die erhaltenen Ergobnisse werden zum besseren
Verständnis mit den Resultaten des RSJ-Modells verglichen.
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2. Grunillegonile Boziehungon
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Wir legen folgende einander äquivalente Schaltungsanordnungen zugrunde:

' *ls(tl *ls(tl

Abb. 1. Schaltanordnungen des autonomen Josephson-Tunnelelementes

Das Josephson-Tunnelelement besitzt die endliche Kapazität C und wird von einer
Stromquelle mit dem Innenwiderstand .Ru gespeist. Der Strom 15,(l) durch das Tunnel-
element ist mit

1s(,) : to-*vrr)
r us (1a)

gegeben, insbesondere gilt für die Gleichstromanteile {der Querstrich symbolisiort den
zeitlichen Mittelwert)

(1b)

(3)

miteinandor in Beziehung. Die bekannten komplexen Stromresponsefunktionon 1r(O)
und 1o(fJ) [8- 10] genügen in dieser Darstellung der Vorzeichenkonvention von Pouisns
[8]; sie enthalton die fnformationen über die Art der supraleitenden Elektroden und
die Temperat'at T atn Tunnelelement. Es ist zweckmäßig, zu dimensionslosen Größen
äberzusehen:

a(s): Is(t)llc, T:(AtlAr)leRsI",
u(s) : V(t) el(/, * A), @o : Qohl(At * Ar),
a: RwlBs, s: t(A t* /z)lh,
p":2elsRfuClh,, a: Qh,l(At* Az).

1-/s(4,: ro-+v(qt.
II,S

2.1. Das IVorthamer-Moilell
fm Rahmen des Wnntsaunn-Modells [1] erhält man für die Strom-Spannungs-Ab-

hängigkeit die nichtlineare fntegrodifferentialgleichung

Io: c.i(r) + t* ii aoao'{wp1w*(e'ysi{o-o'ry0(e' + +)

,;, *1a'l"inno'*'"'), b' +*)) + + ";,) 
2 | 

P)
+ w(Q) w(Q') er(!r'r!2'teo)r -, ,_ , 2 ll , A"

Die Konstantphase im Exponenten vor dem Paarstromanteil 1, wurde hierbei mit in
die kornplexe Spektralfunktion W(Q) oinbezogen. W(Q), die Phäsendifferenz über dem
Josephson-Kontakt g(f) und die abfallende Spannung Z(f) stehen durch

;EU) ,Qo, F@ ." !-",.
ti : e'7,' f dA W@) eiat - enT I v(t'\d't'

J '--
-@

(4)
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Arbzw. /, sind die Energielücken der beiden nicht notwendig gleichen Supraleitor bei
T : 0, Is ist der kritische Strom und A1s der Normalleitungswiderstand des Tunnel-
elements.

Somit folgt

ä - ;trl

T2o 
r@ ( / rrt-\: j Fc"@ F 7 lm I I d* aa' lw1al W*(a') ei(@ @')siq 

\r' +7)

* w(co) w1^,1nu-i.'+.0),ipk, * ?)) ! ya[u(s)- ä,, (b)

und

.q\8) , @o

;-T-u : e'n"
a

. d I og')itd
d'at W(to) a1@8 : s t6

i"(.)
Y

01'.J0 lQ
Abb. 2. Real- und Ima$inärteil der Stromresponsefunktionen fo(ai) und ir(a) ftu eino symmetrische
Tunnelverbindung im YBCS-Modell (y : 4ln, q: 10-4)l
a) T :0-.-.- ; b) T :0,96Tc

Bei der Berechnung der BCS-Stromresponsefunktionen rr(ar) und do(ar) haben wit Zu-
standsdichten benutzt, in denen Dämpfungseffekte infolge von Paarbrechung oder
Lückenanisotropie [10, 11] phänomenologisch über einon kleinen Imaginärteil 4 in den
EnergielückenArlund/, berücksichtigt werden (sog. VBCS-Mbdell, vgl. Abb.3).
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Unr die stationären Eisenschaften des Tunnelelements im resistiven Z:ustand
(e@+ const.) zu erhalten,-nruß die asymptotische Lösung 2,,(s) für s-->oo von (5)
und (6) berechnet werden, von der wir annehmen, daß sie eine periodische Zeitabhängig-
keit besitzt (vgl. Abschn. 3). Entsprechend zerlegen wir die SpektralfunkLion W(o)
in llarmonische der Grundfrequerrz a0, welche sich ihrerseits in Abhängigkeit vom ein-

in(u)

Abb. 3. Vergrößerüer Ausschnitt von Abb. 2 (T : 0) für a,l Q 1:
a) 7l : 10-4 .----_, b) q :10*3 ------; c) 4 : I0-z

iq(a) .
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geprägten Strom am Arbeitspunkt des Tunnelelements eingestellt hat [2]:
W(at):)W7,ö@-kro).

L

Wir können also ansetzen

(?)

u(s1 :* + : upeihu'os ,r)

I2(s):1,0 I2ooe""-0",
k

uO- "s

io:0'

(8")

(8b)

Durch Kombination von (1), (5), (6) und (7) erhält man das nichtlineare algebraische
Gleichungssystem

0 - Z {twtwr** - w-n-,w!r-,-nl 1,,((r* *)*)
- f,r\"*\t'n I ia(r + f)''] (e)

* IWnwn-*-t. - w\n+rty\n*,1 o,((r. *) *)) yn) r,

(10)

( 11)

t, : y Z {wf w 1,tm o,((r ++) ,J" Tl " '\\ zl -/

! rm(w1,w -*-,) Re o, ((r r*) .r)),
\\ 4/ l,

öo,n: Z Wf Wr+" Y n) 0

für die komplexen Koeffizienten We; k : 0, -l1, -L2, ... Weiterhin folgt

un: @oZ kwf Wh+n,
k

in: 
-o(T@o Z kwf Wk+".

k

(12)

(13)

Die Gleichungen (9) bis (13) liefern die gesuchte Beschreibung der stationären Eigen-
schaften des Tunnelelementes.

Der Einfluß von C und -Rs geht über '+ : RNC ' (/L * Ar)lh und a : RNlns

in (9) ein. X'ür die explizite Lösung ist es notivendig, den Zeitnullpunkt so festzulegen.
Das wird entsprechend Gl. (6) z.B. rnit der X'orderung

t^ (wo"-u ,) : o (14)

realisiert. Der Wort der Absolutphase z ist im rosistiven Z.ustand des Tunnelolementes
ohne Belang und kann daher willkürlich zu Null gewählt werdon. Da eine geschlossone
analytische Lösung obiger Gleichungen im allgemeinen nicht möglich ist, haben
McDoNar,o und Mitarb. [2] ein numerisches Lösungsverfahren entwickelt, welches auf
der Annahme beruht, daß von der unendlichen Anzahl det W p nur ondlich viele wesent-
lich von Null verschieden sind und somit zum Strom beitragen können. fn einigen Spe-
zialfällen kann man jedoch analytische Lösungen bzw. Näherungen angeben.
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2.2. Das R,SJ-]Ioilell

Wir vereinJachen die komplexen Stromresponsefunktionen durch den Ansatz

do(a) : Re do(0) * ia,
i'-(a\: Rez"(0) { ieo, -1( e ( I

und erhalten unter Beaehtung der Identität

Z Z {Wow"-k-r - WLn+kW\k-r} dno'o' : 2i sin 9(s)
trlt

nach geeigneten lJmformungen die bekannte Grundgleichung des RSJ-Modells lb, 721

(15a)

(15b)

bzw.

tnt' a)
z(s) : ifcv@+tA(') [1 +rcose(s)]f sing(s)

^ nt?io:t0"ö(s) { yu(s) [1 * e cosq(s)] f sing(s) - yau(s)'.

(16 a)

(16b)

(17 a)

(17b)

(1? c)

(18a)

(18 b)

Das Werthamer-Modell und das phänomenologische RSJ-Modell unterscheiden sich
also nur in den funktionalen Abhängigkeiten der Stromresponsefunktionen. Anhand
deren Eigenschaften [8, 9] kann man erkennen, daß für 7 nahe der kritischen Tempe-
rab:ur Tc der Supraloiter der Ansatz (15) mit e:0 relativ gut erfüllt und daher das
RSJ-Modell eine gute Näherung für (5) und (6) isü.l) Diese Aussage steht in einer go-
wissen Analogie dazu, daß nahe Ts auch für schwach supraleitende Verbindungen mit
direkter Leitfähigkeit die RSJ-Grundgleichung abgeleitet werden kann [13]. tr'aßt man
andererseits bei einer festen Temperatur unterhalb Ts die tr'unktionen ir(at) wd ioko)
als Modellgrößen zur Beschreibung der Materialeigenschaften des Tunnelelements auf,
so können - da bekannt ist, daß die Strom-Spannungs-Abhängigkeit von supraloitenden
Brücken und Punktkontakten auch bei tieferen Temperaturen durch (16) zufriedenstel-
lend beschreibbar ist - brückenähnliche Eigenschaften dieser Tunnelelemente durch
geeignete Wahl der ar(a.r) und ao(co) modelliert, werden. Wegen der Vereinfachung (15)
gehen im R,SJ-Mo<iell die Informationen über den internen photon-assistierten Tunnel-
strom und über die Größe der Energielücken verloren; im ZeiLbereich entspricht das
dem Verlust der Retardierungseigenscha{t der Werthamer-Gleichung [3]. Falls die
Kapazität verschwindet und e : 0 ist, hat Gl. (16) die bekannte Lösung

i,: f r,G+ ")' (?)'+ 1 - yory,

a2-l
u\s) : 2 a2+2osina-rosf 1'

n) L.

Im Grenzfall einer Konstantspannungsspeisung folgt aus (17) sofort,

i(r) : io - Te Z unedn'o' ,*- y ry +sin aros,

u(s) : ? * 7 Q)*ein'os **ry.
1) Der sürenge Grenzübergang T --> T o führt zum Yerlust des Paarstromanteils und damit des

sin g-Terms im RSJ-Modell.

@0

a)t 7 ;"*
"":i'u'e o ,
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2.3. Näherungslösungen

Wir nehmen an. daß

y0ca8 r' 1 (1e)

gilt. Diese Bedingung ist oberhalb der Summenlücke (coo ) 2) praktisch für beliebige
Tunnelelemente stets gut erfüllt; im Lückenbereich kann sie nur von hochkapazibiven
Tunnelelementen erfüllt werden. Die Gleichungen (9) bis (11) können dann mittels einer
Reihenentwicklung nach dem kleinen Parameter p: IlyFcaB analytisch gelöst werden.
Wir setzen

@

w*: Z w?t'
d:0
@@

to: 2 if;ip, ue: / ,f)pi (20)
d:0 d:0

an und ordnen die resultierenden Terrne nach Pohenzen von p. Im Ergebnis folgt in
zra-ter Ordnung (ön,i bezeichnet das Kronecker-Symbol) :

a) m:0; Wf) : öo,o

b) m : I: Wtt\ : 0, W\r) : -WQ; : Ur(ry),

wf): o, v lkl> 1,

c) m:2: wE):-lO(?)1"

wr2) : -wei : i.(9e\[;"/gu\ -,# (fu\ a Ziatoo],.,r ,'-r "o\rll"o\zJ "o\zl 
I

r /2,, \r2 .(,\* 3 [. /ro\], , 1 -. /.0\ . /34)0\wt,: 
L4 (äJi -we);:ilo,lä/J + io,\;)0,\t),

wP:o vlkl>2,
d) m> 2: Wf> : 0 v lkl> m.

Bei kloinen p sind die Beträge der Koeffizienten W7, bezüglich ihres fndexes fr der Größe
nach geordnet, also

l%l> lw,l,lw_,|) lw,l,lw_,|* ... (21)

IW-l | ?:o u

llll
I | *z-0.05.

I
n,,,,llllt,,,,,,,,lndex
io 0 1OK

Abb. 4. Darstellung der lZp-Hierarchie (numerisch) im VBCS-Modell bei T :0, f c:0,5, a: 0,

rl : t9-E lurrd1, : 4ln



322 Ann. Physik Leipzig 4l (1984) 415

Wie die numerischen Ergebnisse zeigen, wird diese Hierarchie nur durchbrochen, wenn

dieArgumentederStronrresponsefunktioneni, ((* + *) ,o) ooa nr((r +{) ,o) t.a""
\\ a/ / \\ ä/ /

Nähe von 1 liegen, d.h. bei asfl - UQk + 1), oder bei großen p. In beiden X'ällen
ist die Reihenentwicklung fehlerhaft (vgl. Abb. 5). Setzen wir a) bis c) in (10) ein, kön-
nen wir den Gleichstro- ri in Abhängigkeit von der mittleren Spannung a6f 2 bis zur
2. Ordnung in p ausrechnen:

^ t. /arn\ [. . " | . /rn\ l'lio: r tr* 4 (ä/ L, - uo, 
i 
,, |\tr"/ I ]

{tm io(tu) o,t,"(+)1, + n" ,, (ry) .m 
lzn;, (}) ez)

+ zpr'* /aro\ f i Sare\ -'*'o\T)L'o\ z )- "(ry) 
+zi"^,]ll'

Gleichung (22) süimmt mit dem von Scrrr,ur [4] früher auf anderem Weg erhaltenen
Resultat überein, fnt Bs ) 10 ist sie bereits eine gute Näherung (Abb. 5).

0v /.f
43UIL

Abb. 5. Yergleich der Näherungen (22) bzw. (23) mit der numerischen Lösung (durchgezogene Linien)
ftu Bs : t0, Fc : 4 (ot : 0, y : Aln):
a) VBCS-Modell: T :0, q :10-a:' b) RSJ-Modell: e : 0
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Um den entsprechenden Ausdruck im R,SJ-Modell za erhalten, müssen
und (22) kombinieren:

r cDo I*a 1
i__"o-r 2' 2p7 /.,r'\t'

\r Tl
In der Abb. 4 werden beide Näherungen mit der exakten numerischen Lösung ver-
glichen. Der R,ücksprungstrom io*,, ,o. dem resistiven Zustand. des Tunnelelements
in den spannungslosen Zustand kann bei linearisierten Stromamplituden nähorungsweise
aus (23) ermittelt werden, es gilt für große B" und u : 0

a.in: + il$*+.1,476. (24)
VFc V z( lfc

Eine weitere analytische Näherungslösung der Werthamer-Gleichung folgt für große
a, also geringem Innenwiderstand .Rs der Stromquelle. Da dieser X'all im allgemeinen
experimentell weniger relevant ist,, soll er hier nur zur Überprüfung des vorgestellten
Näherungsverfahrens dienen. Wir nehmen an, daß in (9)

e@o) 1 (25)

sowie pc, : 0 gilt. In analoger Weise finden wir bis zur 2. Ordnung bezüglich q: If aa4
für den Gleichstrom

insbesondere ergibt der Grenzfall der Konstantspannungsspeisung 0c --> @ die seit lan-
gem bekannte X'ormel [8]

i(s\ : , {w ,;"(go\ -r- Re z_ /gll /arn\ )

't '\2t "\2)sinulosltm'ioläJtot'0";' (21)

fm X'alle von RSJ-Stromamplituden mit e : 0 leitet man aus (26) den Ausdruck

i :",'o - 1-u r z ' za nrgg zaz 
n,g9'2',z

ab, dessen Richtigkeit für große or auch direkt durch Reihenentwicklung der exakten
Lösung (17a) verifiziert werden kann.

3. Numerische Ergebnisse

Die Gleichungen (9) bis (1a) wurden mit Hilfe eines Newton-Verfahrens numerisch
gelöst (vgl. [2]).

3.1. Äsymptotische Lösungen

Anrpr und Cuua zeigten mit Hilfe eines Satzes von Pr,rss [14], daß die asymptotische
Lösung z(s) der Gl. (16) stets eine periodische Zeitabhängigkeit besitzt, wenn sie nicht,
falls io { 1, in die singuläre Lösung ,(s)- 0 einmündet [15]. Im allgemeineren Wert-

323

wir (15)

(23)

i, -y{r- ;, (}) l' - +n l, (i)l']
+tua(+)Inlt (?)l'r Re i, (+)r""0, (?) e6)

I Re i,e)+ * n 
lt6(?) {,r C) -,, (?)}]}'
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hamer-Modell ist, ein solcher Beweis nicht bekannt, da durch die zeitliche Retardierung
der Zustandsraum des Systems (5), (6) unendlich-dimensional wird [16]. Die von uns
durchgeführten numerischen Rechnungen irn Zeitbercich weisen jedoch in Überein-
stimmung mit bereits veröffentlichten Ergebnissen [18-21] auf ein zum RSJ-Modell
analoges asymptotisches Verhalten hin. Entsprechend wollen wir uns daher mit Ansatz
(7) auf solche Lösungen beschränken. In Abhängigkeit vom Wert des eingeprägten
Stromes treten im resistiven Zustand unterschiedliche Momentanspannungen z(s) auf.

Die Mittelwerte d.ieserSpannungen, ,,(r)- : a612, flühren auf die bekannten Charak-
teristiken von McDoxar,n [2] und Scur,ur [a]. Die oszillatorischen Anteile ö(t):

Q)n,(s) - f wurden dagegen bisher nur gelegentlich imRahmen desRSJ-Modells unter-

sucht [1i]. Die von uns erhaltenen asymptotischen Lösungen zeigen in ihrem Zeitvet-
halten deutliche Abweichungen vom RSJ-Modell. Der Hauptunterschied - der Wert
der eingestellten tr'requenz a4 der oszillierenden Spannung - ist bereits aus den Gleich-

anteilen, d.h. der ;r-+ -Kennlinie zu entnehmen (Abb.9). Man erkennt, daß bei

einem formalen VergleiÄ die X'requenz im RSJ-Modell im allgemeinen immer unter-
halb der Werthamer-Frequenz liegt; Ausnahmen existieren nur in einem schmalen
Bereich am Summenanstieg infolge der im Werthamer-Modell auftretenden Peak-
Struktur. fn der Nähe diesos Peaks existieren unter Umständen drei verschiedene asymp-
totische Lösungen a(s) mit jeweils verschiedonen Frequenzen. Von diesen ist die Lösung
mit der mittleren Frequenz süots instabil, während die beiden stabilen Lösungen zu

20

- ?=os

0

? = 4.os

$=r.+r
f =o.ss

*5
Abb. 6. Asymptotische Lösungen z(s) im VBCS- und RSJ-Modell (gepunktete Linien) für p,, : 9,
a : 0, rt: 10-a:

a; ?o : L,02; b) io: 1,82

70a
4

üß)
I
Ita

0
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einer auch expelimentell beobachtbaren Stromhysterese oberhalb der Summenlücke
(,,Knie") führen können (Abb. 6). Weiterhin kann im Gegensatz zum RSJ-Fall (17)
im Werthamer-Modell selbst für 0c : 0, u : 0 und do J 1 eine resistive Lösung existie-
ren (Abb. 9). Daraus ergibt sich die Konsequenz, daß Tunnelelemente, die durch die
Werthamertheorie beschrieben werden, nie eine hysteresefreie Strom-Spannungskenn-
linie zeigen können.

Die bisher diskutierten Unterschiede beider Modelle werden jedoch unbedeutend,
falls asymptotische Lösungen gleicher X'requenz roo (d. h. durch gesonderte Stromein-
stellung wird jeweils die gleiche mittlere Spannung eingestellt) verglichen werden [19].
Hier besteht eine Korrespondenz zum spannungsgespeisten X'all (27), bei dem die Wert-
hamer-Gleichung eine zum RSJ-Modell ähnliche Torm besitzt.

Wie aus den Gleichungen (12) und (13) ersichtlich, besteht zwischen dem Wechsel-

stromanteil ;(") : t(s) - io und der Wechselspannung ö(t) : u(s) - $ "itte 
lineare

Beziehung,

;(t) : -aYö(s)' (28)

Strom und Spannung schwingen mit einer konstanten Phasendifferenz n, wenn
0<a<ooist.

Die spektrale Zusamrnensetzung der Spannungsoszillationen ist ffu Ps: 0 und
a:0 in Abb. ? anhand der ersten fünf Fourierkoeffizienten lu"lla6 veranschaulicht'.
lm Gegensatz zttm RSJ-Modell, vgl. (17c), gibt es hier Frequenzerr o)st bei denen die

lunl nicht fallend nach ihrem fndex geordnet sind. Das Josephson-Tunnelelement
sch#ingt bei aro :21(2k - 1) besonders stark mit der Frequenz kao, lc:1,'2,3, --.,
wobei das lokale Maximum allet lunl bei aro : 2 arn deublichsten ausgeprägt ist.

lq?lI Vtrl

0.5

0
00,5 1*

Abb. ?. Fourierkomponenten l"nll.ovono(s) imYBCS-Modellmitq: 10-a, T :0'a:0, Fc:0
Lttr n : 1. .... 5

3.2. Dor cos g-Term im R,SJ-Moiloll

Bei der Linearisierung der Stromresponsefunktionen ar(al) und ao(ar) blieb für den
Imaginärteil der Paarstromamplitude noch der Wert von e offen. Bnr,vxrr und Mitarb.
[12] diskutierten den Einfluß von e auf die Gleichanteile von Strom und Spannung und
fanden, daß der X'all e : 0 typisch für beliebige Iu i < 1 ist. Berücksichtigt man jedoch

0
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auch den oszillatorischen Anteil der Spannung, so zeigb die numerische Lösung von
Gl. (16) bei e # 0 nur bei kleinen mittleren Spannungen asl2 ein zum X'all e : 0 äqui-
valentes Verhalten. Bei größeren aslZ Z 1 werden mit der Herausbildung eines stetig
wachsenden Spannungspeaks zunehmend deutliche Abweichungen erkennbar. Ent-
sprechend erscheinen in der harmonischen Analyse von z(s) eine große Zahl höheret
X'requenzkomponenten. Diese besitzen keine physikalischeRelevanz, da sie fürStrom-
werte, die groß gegen den durch den sin g-Term bestimmten kritischen Josephsonstrom
sind, nicht zu erwarten sind.

Die Ursache dieses Vorhaltens liegt in der unzulässigen Vereinfachung der Strom-
amplitude lm io@t), die bei großen X'requenzen nicht linear extrapoliert werden darf
(Abb.2).

Der cos E-Term spielt daher im RSJ-Modell nur eine untergeordnete Rolle; wir
haben in dieser Arbeit immer e : 0 sewählt.

Abb. 8. Asymptotische Lösungen 7(s) : a(s) - @ol2 im RSJ-Modell mit pc : 0, a: 0, y : 4ln
für e : 0,5 bzw. e : 0 (gestrichelte Linien):

: 0,05

3.3. Die Strom-Spannungs-Kennlinio

Infolge der extrem kurzen Einschwingzeiten des Josephsonkontaktes von 10*11 bis
10-10 Sekunden und der ebenfalls im Pikosekundenbereich liegenden Periode 2nlQo
der Strom- und Spannungsoszillationen sind experimentell gegenwärtig nur die Gleich-
anteile fo und are/2 bestimmbar. Im Gegensatz zu den Wechselanteilen besteht zwischen

ihnen eine nichtlineare Abhängigkeit. Wir haben die ri - $ -Charakteristiken im
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Werthamer-Modell in Abb. 9 dargestelltz) : Einerseits für Konstantstromspeisung und
verschiedene Bo, andererseits für Fc: 0 und verschiedene Widerstandsverhältnisse
RylRs.

Man sieht, daß selbst bei verschwindender Temperatur im Lückenbereich des Tun-
nelelementes erhebliche Ströme fließen können, deren Wert bei einer festen mittleren
Spannung allein von Bs wd a abhängt; Vergrößerung eines dieser Parameter führt zur
Absenkung dieser sog. Exzess-Strörte. Zlm besseren Verständnis vergleiche man Abb. 7:
Die im Lückenbereich verstärkt auftretenden höheren Harmonischen der Wechselspan-
nung ergeben infolge der nichtlinearen Eigenschaften der Werthamer-Gleichung einen
zusätzlichen Gleichstrombeitrag.

Die Lösungen für sehr kleine are, insbesondere bei a : 0, überfordern das numerische
Verfahren, das mit oiner oberen Abschneidefrequenz arbeitet und daher extrem impuls-
artige Momentanspannungen nicht, richtig beschreibt.

Die Grenz{älle großer Bs und a führen unabhängig voneinander auf die gleiche Strom-

Spannungskennlinie io: yl^ir(+), wie auch aus (22) und (26) zu entnehmen ist.

Das bietet, exporimentell die Mögiichk"it, uit" der vier Stromamplituden Re do, lr.-io,
Rea' lm'i'n explizit zu messen. Bei großflächigen Tunnelelementen mlt B" ) 10 ist
die Identifikation von ,i,o mit der Quasiteilchenstromamplitude bedenkenlos durch-

führbar. Weiterhin entnehmen wir Abb. 9, daß bei don Spannungen

Iogno ß,

0

-1

0.5
Io^ro

Abb. 10. Abhängigkeit des minimalen Stromes im resistiven Zustand von B" im VBCS-Modell mit
q : I0-4, 7 : 0 und im RSJ-Modell (gestrichelte Linie) für oc : 0, e : 0 und ? : 4ln

*o:
2

2

-2

2\ Zu.Lbb.9a äquivalente Kurven sind in [2] enthalten.
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U3, U5,Il7, ...sog. ,,subharmonische Strukturen" der Energielücke auftreten, als Folge
des Riedelpeaks in B"e i,o@) bei a-r : 1. Diese X'einstrukturen sind in der Regel experi-
mentell kaum zu beobachten. sie verschwinden sehr schnell bei zunehmender Verrun-
dung der Stromresponsefunktionen (rl Z 10-u). Am Summenanstiog zeichnet sich eine
deutliche Kniestruktur ab, die in gleicher Weise empfindlich auf Veränderungen von 4
reagiert. fm Gegensatz dazu sind die Exzess-Ströme kaum von 4 abhängig. Zat quan-
titativen Auswertung wird üblicherweise der minimale Stromwert 4-i, im resistiven
Zustand in Abhängigkeit von log ps dargestellt (Abb. 10). Die Kurve für das Wert-
hamer-Modell bei ? : 0 geht fidlr T --> 7" in die RSJ-Kurve über, welche bei festem Bs
immer einen größeren Wert io^in zeigt.

In Einklang mit, der Diskussion aus Abschn. 2.2. kann auch folgende Interpretation
gegeben werden: X'aßt man die Werthamer-X'ormel (5), (6) als universelle Bewegungs-
gleichung für die Phasendifferenz q(s) einer schwach supraleitenden Verbindung und
die Stromresponsefunktionen ,i,o(a) und ao(ar) als Modellgrößen zur Beschreibung der
Materialeigenschaften dieser Verbindung auf, so charakterisieren beide Kurven die
Extremfälle eines Josephson-Tunnelelements und einer supraleitenden Brücke.

Mit Hilfe von Abb. 10 ist dadurch eine Klassifikation experimentell untersuchter
Josephsonkontakte bezüglich dieser beiden Grundtypen möglich.

4. Schlußbemerkung

Bei der lJntersuchung periodischer Lösungen der Werthamer-Gleichung werden
Einschwingvorgänge, wie sie beim Einschalten des Stromes auftreten, nicht erfaßt.
Sind diese von Interesse, läßt sich die Lösung der fnfugrodifferentialgleichung im Zeit-
bereich nicht umgehen [19-21].

Solange man jedoch nur Aussagen über das stationäre Verhalten benötigt, ist der
in dieser Arbeit, bemtzte Zagang direkter und numorisch weniger zeitaufwendig. {Jnter
diesem Gesichtspunkt sollte es auch möglich sein, kompliziettere supraleitende Struk-
turen mit der Werthamer-Theorie zu beschreiben.
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