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Dieser Artikel gibt eine elementare Einfihrung in die Theorie der Fourier-Reihen. Er be-
ginnt mit einer kurzen Analyse des Problems, Funktionen als unendliche Reihe trigonome-
trischer Funktionen darzustellen, wonach die benétigten Orthogonalitatsrelationen und Koef-
fizientenformeln hergeleitet werden. Auch die Fourier-Reihe in komplexer Darstellung wird
behandelt. Danach folgt ein Kapitel, in dem einige einfache Beispiele durchgerechnet wer-
den. Das dabei beobachtete Gibbs'sche Phanomen wird daraufhin genauer untersucht. Dann
wird auf den Zusammenhang zwischen Fourier-Reihen und Taylor- sowie Laurent-Reihen ein-
gegangen. Weiter wird die Partialbruchzerlegung des Cotangens hergeleitet. Zum Abschluss
werden die erhaltenen Gleichungen benutzt, um Formeln fur die Kreiszttuleiten.
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1 Die Idee der Fourier-Reihen

1.1 EinfGhrung

Der Gedanke, eine Funktion mit Hilfe anderer Funktionen darzustellen, ist in der Analysis
von fundamentaler Bedeutung. Am bekanntesten durfte wohl die Darstellung mittels Taylor-
Reihen sein, bei der eine Funktion in eine Potenzreihe entwickelt wird. Nicht weniger wichtig
ist die Entwicklung in eirtrigonometrisches Polynom, d. h. unser Ziel ist die Darstellung einer
Funktion mittels trigonometrischer Funktionen. Eine solches Vorgehen witthatsonische
Analyse bezeichnet.

Nun lehrt die Mathematik, dass eine solche Entwicklung weder gelingen, noch dass sie,
sollte sie existieren, in jedem Punkt mit der Ausgangsfunktion tbereinstimmen muss. Die
Untersuchung der hinreichenden und notwendigen Bedingungen flr den Erfolg der harmoni-
schen Analyse ist eine sehr anspruchsvolle Aufgabe in der Analysis und soll hier nicht einmal
gestreift werden. Wir gehen stets davon aus, dass unsere Funktionen in gewissem Sinne ,gut-
artig” sind.

Die Umkehrung der harmonischen Analyse (welche auch als Fourier-Analyse bezeichnet
wird), ist die Fourier-Synthese. Hier geht man genau umgekehrt vor: Es wird eine Fourier-
Reihe vorgelegt, und die Frage lautet nach der zu Grunde liegenden Funktion. Wir behandeln
jedoch nur die Fourier-Analyse.

Sei nun also eine reelle Funktiofigegeben, so machen wir zunachst den allgemeinen
Ansatz

f(z) = Z d,, cos(nx + ).

n=0

Aufgrund des Additionstheorems
cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 3

konnen wir dies umformen zu
[ee}

Z d, cos(nzx + @,) = Z d,,(cos nx cos p, — sinnz sin ¢,,)
n=0

n=0

= dy cos g + Z d,,(cos p,, cos nz — sin @, sin nx)

n=1

o
agp .
:E+ g a, cosnx + b, sinnx

n=1



mit ap/2 = dy cos ¢o, a, = d, cos @, undb, = —d, sin ¢,,. Wir kdnnen also die Funktioff
darstellen als eine Summe von Cosinus- und Sinus-Funktionen. Wieso wir iestatta,
wahlen, wird in Abschnitfl..3 ersichtlich werden.

1.2 Orthogonalitatsrelationen

Bevor wir uns nun uberlegen, wie wir die Koeffizientenundb,, berechnen kénnen, bend-
tigen wir dieOrthogonalitatsrelationen der trigopnometrischen Funktionen. Fix n € N gilt
zunachst fim # n

/cos max cosnz dr = %/cos((m +n)z) 4 cos((m —n)x)dz
1 [sin((m+n)z) sin((m—n)z)]"
T2 [ m-+n - m-—n } 4
_ sin((m + n)m) N sin((m — n)m)
m-+n m-—n
=0

und firm =n

T

1 1 . N
cosnr cosnrdr = |—x + — sin 2nx =,
2 4n .

—T

so dass man insgesamt

T

/ 7w furm=n
cosmx cosnxdr = B
0 fuarm#n

erhalt. Auf ahnliche Weise erhalt man die weiteren Orthogonalitatsrelationen

™

. , m firm=n
sinma sinnx dr = . ,
0 farm#n
—T

™

/ cosmax sinnz dx = 0.
—T

Die Bezeichnung ,Orthogonalitatsrelationen* kommt daher, dass durch

(f. ) = / f(2)g(@) da

ein Skalarprodukt definiert wird. Die Orthogonalitatsrelationen sagen dann gerade, dass die
Funktionencos mz undsin nz bezuglich dieses Skalarprodukts orthogonal sind.



1.3 Bestimmung der Koeffizienten

Nun kénnen wir unser Ziel in Angriff nehmen. Gehen wir aus von der Gleichung
flz) = % + ;ancosna: + b, sinnx,

wobei f zunadchst ein@r-periodische Funktion ist, so ergibt eine Multiplikation rait mx
und Integration Ubef—, 7]

s

a [e.9]
/ f(z)cosmadx = / 50 cos ma dx+z an / cosnx cos mx dx+b, / sin nx cos mx dz.
g n=1 g

—T

s

—Tr

Furm = 0 erhalt man somit unter Berucksichtigung der Orthogonalitatsrelationen
- [
ag = — xZ x
0 s

und firm > 0

1 s
Uy = —/f(x) cosmz dx.
m

Eine Multiplikation mitsin mxz ergibt analog

™

/f(x)sinmxda::/%sinmxdx—l—z%/cosnx sinmxdx—i—bn/sinnx sinmax dz,

n=1

T

—T —T

was auf

1 s
by, = —/f(:l;) sinmax dx
7T

fuhrt. Man sieht nun schon, dass durch die geschickte Wahiyan Beginn die Koeffizienten
durch die zwei Gleichungen

1 K
a, = —/f(x) cosnx dx
m

1 K
b, = —/f(x) sinnz dz
T

gegeben sind.

Von praktischer Bedeutung fiir die Berechnung der Koeffizienten ist noch, dass fur gerade
Funktionen mitf (x) = f(—x) die b, stets veschwinden, wohingegen bei ungeraden Funktio-
nenf(x) = — f(—x) diea, verschwinden.



1.4 Funktionen mit beliebiger Periode

Ist die Funktionf nicht 27-periodisch, sondern hat sie die Peridle= 27 /w, d. h. es gilt
flz +T) = [f(z), so erfilltt = wz offenbar f((¢ + 27)/w) = f(t/w). Die Funktion

f(t) = f(t/w) hat somit die Perioder, und wir kdnnen unsere bekannten Koeffizienten-
formeln anwenden. Es folgt mit der Substitution- ¢ /w

T T T/2
1 ~ 1 1
Qn = _/f(t) cosnt dt = —/f(t/W) cosntdt = — / f(z) cos(nwx)w dx
T T 7r
- -7 ~T/2
T/2 T/2
w 2
= — / f(z) cosnwx dx = T / f(z) cos nwzx dz.
s
—T/2 ~T/2

Far eine Funktiory mit Periodel” = 27 /w gelten also die Koeffizientenformeln

T/2

2
an = / f(x) cosnwzx dx

—T/2
T/2

2
b, = T / f(z)sinnwz dz.
~T/2

Diese liefern dann die Reihendarstellung

ft) = % +;ancosnt+bnsinnt

bzw. .
a
f(z) = 50 + ngl a, cos nwx + by, sin nwz.

Da obige Substitution immer madglich ist, gehen wir im Folgenden2seperiodischen Funk-
tionen aus.

1.5 Komplexe Schreibweise

Man kann die Fourier-Reihe mit Hilfe komplexer Zahlen elegant schreiben als

flz) = Z ™.

n=—oo



Dies kann man folgendermaf3en einsehen: Man teilt zunachst die Summe auf in

oo
E Ccne' _CO+E cne™ + E Cne’
n=—00 n=—1

—00

=co+ Z cp(cosnx + isinnz) + Z cp(cosnx + isinnz)

n=1 n=-—1

[e.9] o0
=co+ Z cp(cosnx +isinnx) + Z c_n(cosnx — isinnx)

n=1 n=1

=co+ Z(C” + c_p) cosnz +i(c, — c_,) sinnz.

n=1

Man erhalt dann durch Koeffizientenvergleich

apg = 2co, Qp, = Cp + C_p, bn = i(cn - C—n)
bzw. ) )
aop a, — ib, a, + 1ib,
Co = 57 Cn = 92 ) Cp = 9 .

Natirlich kann man die komplexen Koeffizientenauch berechnen, ohne zuvor die reellen
Koeffizientena,, undb, berechnet zu haben. Es gilt namlich

a, — ib

n 1 r . [ . ]- r —inx
5 = o /f(x)cosnxd:z:—1/f(x)smnxdx —%/f(x)e dz.

1.6 Konvergenz

Wir gehen nun folgender Frage nach: Angenommen, wir approximieren eine Furiktnn
der Period@r durch eine Summe

k

fo(@) =) cae™,

n=—*k

wie muss man die Koeffizientery wahlen, damit der Ausdruck

/|f ()] da

minimal wird? Da fur eine komplexe Zahlgilt |z|* = 2z, kdnnen wir ausmultiplizieren

/f dx—/f ) fi() d:c—/f ) fr(x dx—l—/fk




und einsetzen

/\f P da — Z cn/f e " g — Z cn/f ) e da 4 21 Z Cn Cn.-

n=—k n=—*k n=—k

— -7

Fasst man nun die, als unabhangige Variablen auf, so kann nianach diesen differenzie-
ren. DaF’ minimal sein soll, missen diese Ableitungen verschwinden.

F [y — 1T .
g—cn:() = @:%/f(a:)em”dx = cn:%/f(x)e_””dx.

Wir sehen also, dass die Fourier-Koeffizienten gerade so gewahlt sindi’dassmal wird.

Man kann sogar zeigen, dass fur ,fast jede” Funktfomit wachsendent gegen0 konver-

giert. Man sagt, dass die Fourier-Reinequadratischen Mittel gegenf konvergiert.
Setzen wir nun den Ausdruck fur dig in F' ein, so erhalten wir

=]|f(x)|2d$— — /f Je " dx /!f )|*dw — 27 Z [eal?

n=—k

/\f(x)—fk(x)|2dw=/\f($)\2dx—27r( s Z +b2>

Da die linke Seite dieser Gleichung sicherlich positiv ist, folgtBkssel’ sche Ungleichung

2 k
ag 1 2 2
Z+§;a +02) <—/|f )|? da.

Insbesondere gilt im Limes —

und somit

2
%

4

[\DIH
||M8

(a2 +02) <—/|f )|? da,

und daher konvergieren die Fourier-Koeffizienten gegen Null. Gilt zusatzlich noch, dass die
Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegékonvergiert, so verschwindét, und die Un-
gleichung wird zuiParseval’ schen Gleichung

2 oo
%o 12@ +02) = /|f )|? da
424

bzw. in komplexer Form

n=—0oo

> e =5 [ @

10



2 Beispiele

Wir rechnen nun einige einfache Beispiele fir reelle Fourier-Reihen durch. Die behandelten
Funktionen sind dabei stets a@ls-periodisch anzunehmen.

2.1 Rechteckschwingung

Die Funktion
-1 —7T<xz<0

flx)=40 r=-m, 0,
1 O<zx<m

nennt manRechteckschwingung. Da die Funktion ungerade ist, kdnnen wir uns auf die Be-
rechnung deb,, beschranken. Diese ergibt

b, = l/]t(ﬂc)sinmc: 2/f(x)sinmc: 2 (1 _ cosmr) _ {04 ngerade
T T
- 0

T \n n 4 nungerade
™

Die Rechteckschwinung hat also die Fourier-Reihe

o0

fa) = 4 Z sin(2n — 1)33‘

T 2n — 1

Abbildung?2.1zeigt einige N&herungen. Es fallt auf, dass an den Unstetigkeitsstellen das Kon-
vergenzverhalten der Fourier-Reihe nachlasst. Dieses VerhalterGibiiStsches Phanomen
und tritt auf, weil die Koeffizienten nicht schnell genug gegen Null gehen.

2.2 Kippschwingung

Die Funktion

f(x):{l‘ —n<T<T

0 z=—-—m, 7

heiRtKippschwingung!. Auch hier reicht die Berechnung degy, fiir die man

™

1 [ 2 2 _q)n
bnz—/xsinna::—/xsinnx:—(—Wcosnﬂ) :2( )

m m m n n
- 0

1Die Kippschwingung wird manchmal auch &sgezahnschwingung bezeichnet.
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Abbildung 2.2: Die Fourier-Reihen der Kippschwingung fik= 1,2, 3,4, 5, 20.
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erhalt. Die Fourier-Reihe ist damit

00
Z +1 511 T sin nx

Abbildung2.2 zeigt das Ergebnis.

2.3 Dreiecksschwingung

Die Dreiecksschwingung erhalt man durch die Funktiom) = |z|. Diese ist nun gerade, so

dass wir _ _
1 2
:—/]:Jc|dx:—/xd:z::7r
Vs T
-7 0

12
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Abbildung 2.3: Die Fourier-Reihen der Dreiecksschwingungifé# 1 undn = 10.

und

1 2 2 fcosnm 1 0 n gerade
a, = — \x]cosmcdx: rcosnrdr = — — - = ,
: T 7T n n ——% nungerade

2
—7 0 Tk

brauchen. Die Fourier-Reihe ist also
T 4 Z cos 2n — 1
2n — 1

Wie man an Abbildung.3 sieht, tritt hier das Gibbs’sche Phanomen nicht auf, da die Koeffi-
zienten schnell genug klein werden.
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3 Das Gibbs’sche Phanomen

Wir untersuchen nun das im letzten Abschnitt beobachtete Gibbs'sche Phanomen naher. Wir
machen das am Beispiel der Rechteckschwingung

f(z) = 4 Z sin(2n — 1)z = lim s;(z)

2n—1 k—o00
n=1

mit den Partialsummen

Diese Partialsummen lassen sich umformen zu

xT

a7 4

— —1tdt — —1tdt
Z/ o 2 [ costza

=10 0

n=1

:]

Die Summe lasst sich leicht ausrechnen, wenn man den Cosinus als Exponentialfunktion
schreibt und die geometrische Summenformel anwendet. Dies ergibt

K i(2n—1)t —i(2n—1)t 1 ok . L '
Z cos(2n — 1)t = ¢ —|—2e —Z et Z p2int it Z o 2int
n=1

E

n=1 n=1 n=1

1 —ite2it _ Q2ilkt1)t . ite—2it _ e 2i(k+1)t
=—|e - e -

2 1 _ e21t 1 _ 6721t

21kt —92ikt

_1 e_itl—e —l—eitl_e
o 9 e—2it _ 1 e2it _ ]

1 1 — eZikt 1 — efQik:t
T 9\ e-it _ it it — o—it

—ikt ikt ikt —ikt

1 ekt 7O ik 7O

9 e—it _ qit it _ it

1 sin kt( e | ikt sinktcoskt  1sin2kt
=——e e = - = —— .

2 sint sint 2 sint

Damit folgt

B 2 / sin 2kt
T sint
0

14



Fir |2kz| < 7 kann man abschéatzen

2kx

/SH,Ithdt>/Sln2ktd _/smsds
sint
0

0

mit der SubstitutiorRkt = s, also insgesamt

2kx

>—/%d3——81(2kx)

mit dem Integralsinus

/ sin s ds.

Der Integralsinus hat bei = 7 ein Maximum mitSi(7) ~ 1,852. Dem Intervall|u| < =
entspricht nun ein Intervalke| < 7/(2k), auf dem die Partialsumme wie oben angegeben
nach unten abgeschatzt werden kann. Das zeigt, dass fur beliebig grofdeser noch ein
Intervall umz = 0 existiert mit|s;(z)| > 1. Dieser Wert konvergiert mik — oo gegen

2/7 Si(m) ~ 1,179,

15



4 Taylor- und Laurent-Reihen

Fourier-Reihen gehdren neben den Taylor- und Laurent-Reihen zu den wichtigsten Reihen
in der Mathematik. Es liegt daher nahe, nach Zusammenhangen zwischen diesen zu suchen.
Diese offenbaren sich am leichtesten im Reich der komplexen Zahlen.

4.1 Taylor-Reihen

Wir machen uns die Verbindung zwischen Fourier- und Taylor-Reihen an einem Beispiel Klar.
Da eine Funktion, die in eine Taylor-Reihe entwickelt werden soll, wenigstens hinreichend
oft differenzierbar sein muss, taugen unsere vorigen Beispiele nichts. Wir wollen das Beispiel
aber auch nicht unnétig kompliziert wahlen, so dass wir uns auf eine Funktion zurtickziehen,
deren Taylor-Reihe man gut kennt.

Die einfachste unendliche Reihe Uberhaupt ist wohl die geometrische Reihe, welche

[e.9] . 1
ZZ T 11—z

n=0

fur |z| < 1 erfullt. Diese Reihe ist gerade die Taylor-Reihe der Funktion

im Punktez = 0. Wir kdnnen nun durch geschickte Manipulation der Reihe sogleich die
Fourier-Reihe vory bestimmen. Dazu schreiben wiiin der Formz = rel und rechnen

oo [e.9]

Z(Tei“")” = Z r"(cosnp +isinny) =1+ Z " cosnp + iz " sin .

n=0 n=0 n=1 n=1

Aus dieser Darstellung kann man nun die Koeffizienten direkt ablesen. Man beachte, dass wir
f Uberyp, also dem Argument von, entwickelt haben, so dass naturlicherweise [0, 27]
gilt. Die Koeffizienten hangen nur vom Radius, nicht vom Winkel ab.

Diese Ableitung ist zwar formal korrekt, liefert uns aber nicht das, was wir erhofft hatten.
Wir haben namlicly nicht als Fourier-Reihe tber sondern als Fourier-Reihe tUheerhalten.
Wir missen deshallf als Funktion vonpy schreiben, indem wir konstant lassen. Dann ist

1 1 —7rcosp ) rsin

f(p)

T 1—rcosp—rising (L —rcosp)?+ (rsing)? +1(1 —rcosp)? 4+ (rsing)?’

16



Wenn wir nun entsprechende Real- und Imaginarteile miteinander identifizieren, erhalten wir

- 1 —7rcosp
1 " =
+nz::1r cosme 1+7r2—2rcosyp
sowie
ir”sinn = rsing
— ¢_1+r2—2rcosg0'

4.2 Laurent-Reihen

Ganz anderer Natur ist der Zusammenhang zwischen Fourier-Reihen und Laurent-Reihen.
Bisher haben wir im Wesentlichen Funktionen einer reellen Veranderlichetrachtet, von
denen wir annahmen, sie seién= 2x-periodisch. Lassen wir nun eine komplexe Variable
z zu, so kann die (nun komplexe) Peridgflenatirlich in eine beliebige Richtung zeigen und
muss nicht eine reelle Zahl séimhnlich wie im reellen Fall konnen wir uns aber wieder
ohne Einschrankung auf den Fall= 27 zurlckziehen, denn dies lasst sich stets durch eine
geeignete Substitution erreichen.

Wir betrachten nun einen Streifefy, = {z € C | a« < Imz < b} und eine komplexe
Funktionf: S,; — C mit Periode2r. Die Funktiong: S,;, — C mit g(z) = ¢'* bildet wegen
e = e Yel” den Streifert, , auf den Kreisring<.; = {z € C | ¢ < |z| < d } abmitc = e
undd = e~®. Man kann nun zeigen, dass es genau eine komplexe Furdeimd — C gibt
mit f(z) = f(g(z)) = f(e**). Man beachte, dass deri-Periodizitat der Exponentialfunktion
hier keine Probleme macht, gga 2r-periodisch ist.

Die Funktionf ist aber auf einem Kreisring erklart und besitzt somit eine Darstellung als
Laurent-Reihe der Form

o0

f(z) = Z 2",

welche auf der Kreisscheibe konvergiert. Damit ergibt sich sofort die Fourier-Reihg zon

o0

f(z) = Z e,

n=—oo

Dies ist nun anders als vorhin eine echte Verbindung zwischen Laurent- und Fourier-Reihen,
denn die Fourier-Reihe ist ebenfalls bzghebildet.

1Tats&chlich gibt es komplexe Funktionen, die in zwei verschiedenen Richtungen periodisch sind.

17



5 Die Partialbruchzerlegung des
Cotangens

Betrachten wir die Funktiorf(z) = cosyx mity € R\ Z, die auf[—m, «| definiert und
daruber hinaugr-periodisch fortgesetzt sei. Dagerade ist, isb, = 0 fur alle n, und man
erhalt weiter

17 1
a, = — /cos yx cosnx dr = B /cos((n +y)z) + cos((n — y)r) dx
T T

—Tr

1 [Sin((n +y)z) | sin(n — y)%’)yr 1 (Sin((n +y)) | sin((n - y)W)) _

T o n+y n—vy T n+y n—y
Bericksichtigt man das Additionstheorem
sin(a + ) = sina cos B + cos asin 3,
sinnm = 0 sowiecos nm = (—1)", so bekommt man nach Zusammenfassen der Briiche

2 (=1)"ysinmy
U = —

m Yyt —n

Daraus folgt die Darstellung

_ysinmy [ 1 =, 2(—1)"cos nx
CosSyYyr = p ( —l—Z 2 .

2
Yy n=1

Setzt man hier = m, so erhalt man unmittelbar die berthniartialbruchzerlegung des
Cotangens

1 = 2
tmy = — E .
7 cot Ty y+n:1 2

18



6 Fourier-Rethen und

Wir werden nun Fourier-Reihen benutzen, um Formlen fur die Kreiszahblgewinnen. Eini-
ge Schritte haben wir dazu schon getan. So folgt aus der Fourier-Reihe der Kippschwingung
(siehe Abschnit.2) mit z = 7/2

sinnw/2
=9 E +1—7
was nach Division durch in

_ n+1w_1_1 11,
Z 3757

Ubergeht. Dies ist die bekannte Reihe von Leibniz.
Mit Hilfe der Dreiecksschwingung (Abschnitt3) kénnen wir firz = 0 die Gleichung

T 4 &
D DY o

durch Multiplikation mit—= /4 nach

o0

Z 1+1+1+1+
(2n — 1)? 2527

tberfuhren.
Die bekannteste-Formel in der Fourier-Theorie erhalt man jedoch aus der Fourier-Reihe
von f(z) = x%. Da diese gerade ist, berechnen wir

s

1 2
aoz—/xde:—WQ
T 3

—T

und

™

1 / 9 2 |2z 20\ . "
a,=— | x°cosnzdr = — |—cosnz + | — — — | sinnx
T T | n? n nd

19



woraus sich die Fourier-Reihe

ergibt. Mitx = 0 wird daraus

2

™ = (=11 11
_ Z n2 :ﬁ__—f—___j:”"
n=1

12 22 32 42
Subtrahiert man das von defFormel der Dreiecksschwingung, so erhalt man

LR SR SRS SRS U
24 22 42 62 g2 '
Multipliziert man schlie3lich noch mit, so bekommt man das Ergebnis

7r271+1+1+1+
6 12 22 32 42 '

Man kann also fir die Summe der Kehrwerte der Quadratzahlen (bzw. der Quadrate aller
geraden und ungeraden Zahlen) die erstaunlichen Formeln

2 0 1
T

n=1
w2 > 1
2% Z (2n)?
n=1
w2 > 1
8 ; (2n — 1)?

festhalten.
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