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Synchronisationseffekte in Anordnungen
aus zwei Josephsonverbindungen mit endlichem
McGumber-Parameter

Von W. Knncn und M. Rrnonr,

Sektion Physik der l.riedrich-Schiller-Universit'ät' Jena,, DDR,

Inhaltsübersicht. Im RCSJ-ModetI rvird die mutuelle Synchronisation von zwei identischen

Josephsonelementen mit endlichem McCumber-Parameter betrachtet, rvobei die Kopplung durch

einen gemeinsamen elektromagnetischen Shunt vermitt'elt rvfud. Dazu rverden im Rahmen einer modi-

fizierten Näherrurg der ersten l{armonischen sog. reduzierte Gleichungen langsam variierender An-

teile der Josephsonphasen hergeleitet. Sie gestatten die Untersuchung der Stabilität von Kohärenz-

eigenschaften, die Berechnung der Toleranz der individuellen Stromspeisungen und eine Unter-

*o.hotrg der Leistungsabstrahlung. Analytisch gefundene Eigenschaften des phase-locking rverden

anhand numerisch berechneter Strom-Spanntngs-Kennlinien diskutiert.

Synchronization Effeets in Arrays of Trvo Josophson Junctions
with Finite llcCumbor Paramotor

Abstract. The mututr,l synchronization of two identical Josephson junctions with a finite Mc-
Cunber parameter is considered within the RCSJ model, where the coupling is caused by a common

electromagnetie shunt,. l'or that reason reduced equations of the slorvly vtr,rying parts of the Josephson

phases are derived within the frame of a modified first harmonic approxim:rtion. They allow the
investigation of the stability of coherence properties, the calculation of the tolerance of the inclividual
current bias nncl the investigation of the oscillation power. Using numerical ca,lculatecl currerlt voltage

characteristics analytical derived properties of the phase-locking are discussed.

1. Dinleitung

Die mutuelle Synchronisation von Josephsonelementen ist eines cler iuteresso,ntesLen
Phänomene in der Physik der schwachen Supraleitung. Sie liefelt eine vorteilhafte
Methode zur Erhöhung der Strahlungsausgangsleistung von Josephsonoszillatoren sorvie
zur Über$"inclung rler elektrodynamischen n'ehlanpassung rerfügbarer Einzelelemente
an exteme fmpeclanzen [1]. Das kollektive Verhalten von Zweifachanordnungen und
clartiber hinaus von vielkomponentigen linearen Ketten aus schn'ach supraleitenclen
Verbindungen ist 'rvieclerholt Gegenstand intensiver experimenteller (s. et'rva' t2-12])
als anch theoretischer lJntersuchungen [12-23] gewesen. Letzte,-e bezogen sich auf
Kohärenzeffekte in Systemen aLls Mikrobrücken, 'wurclen also sehr zlveckmäßig im Rah-
men r.les sog. RS,I-lVIodells [2.1, 25] ohne ,,parasitäre" Kapazität durchgefiihrl. Da clie

Experimente mit Anordnungen aus planaren Mikrobrücken eine. obere Limitierung
der Stlahlungsfrequenzen bei etwa 20 GHz zeigen [10, 12], lvircl neuerclings clie Her-
stellung kooperativer S1'steme mit Josephsonübergängen ohne clirekte Leitfähigkeit
(etrva Tunneh.erbindungen mit Halbleiterbarrieren) zur Erweiterurrg rles l-rerltrenz-
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bereiches erl4-ogen. Dazu haben f ,nrir und, Sciiwanz [26] die vornehmlich numerische
Simulation des phase-locking von zrvbi Tunnelkontakten nnit einem gemeinsamen Resis-
torshunt unter Yerwendung des RCSJ-Modells vorgestellt.

Wir betrachten hier die analoge Aufgabe der äilgemeinen HF-Kopplung mittels
fmpedanzshunt, bevorzugen jedoch die analytische Behandlung, wobei mittleren Mc-
Cumber-Parametern frc - I besondere Aufmerksamkeit zukommt. Dieser Absicht dient
in Abschn. 2 clie Herleit'ung der reduzierten Gieichung langsam variierender Terme in
cler Näherung der ersten Harmonischen. Sie ermöglicht in Abschn. 3 insbesondere die
Behandlung rion Kohären zfragen.In Abschn. 4 solidie zulässige Toleranz der separaten
Gleichstromspeisung ahsonsten identischer {ndividualkontakte abgeschätzt sowie die
Abstrahlung von Oszillationsleistung berechnet werden. Abschließend wird noch eine
Diskussion cles Svnchronisationsverhaltens der beiden Josephsonelemente anhand nu-
merisch berechneter Strom-Spannungs-Charakteristiken geführt (Abschn. 5).

2. Ällgemeines Kopplungsschema und reiluzierte Gleichung

Das dynamische Verhalterl von zwei (identischen) Josephsonyerbindungen in einer
Zelle mit äußerer Impedanz Zpln-irdetwa irn Fall der Serienspeisung (vgl. Abb. 1 links)
mit separat regelbaren Gleichströmrn f r, l, )- I" nach clem.sog. RCSJ-Modetl [24,2b]
drrrch d ie Grundgleichungen

7,:Hffi * &#,+ Ic si,1 Et * I{qi} (i, i : 7,2) '

Abb.1. Basiszelie aus zwei Josephsonelementen mit Kopplungsimpedanz in Serienspeisung (links)
und Parallelspeisung (rechts) durch Gleichst'röme

beschrieben. Der Shuntstrom I charakterisiert die Kopplung der Anordnung, seine
funktionale Abhängigkeit von den Josephsonphasen Ei ist durch die Struktur des Shunts
Zp1 festgelegü. Mit, clen Substitutionen

(1)

fft"n'*c
r.verden in üblicher \\reise dimensionslose Ströme 7i, i, eine dimensionslose Zeit s sowie
die rlimensionslose Eigenkapazität' (McCumber-Parameter) eingeführt und die Grund-
gleichungen (1) auf die einfache Form

7i: ß",ii * Ci l- sinqi -1- 7

gebracht,. Der Punkt (.) symbolisiert die Differentiation
ansatz

Et@) : cos f z1(s) f aa sin (ro" * fz(")),

-7 +' i:rL' it's:ffnPoa'' o":

(2)

nach s. Mit dem Lösungs-

(3)
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also einer Modifikation der Standardnäherung der ersten Harmonischen (first harmonic
approximation: X'I{A; vgl. z.B. [27,28]), kann das Bewegungsproblem auf die Be-
handlung der zeitlich langsam variierenden Terme xa@), pa@)

.lhrl < ., lisil < , (4)

zurückgeführt, werden. Dabei zielt die Annahme einer gemeinsamen Modenfrequenz
@r : @z: co sofort, auf die Konstruktion des phase-locking (Basissynchronisation) ;

intuiiiv werden dabei nur wenig differierende Speiseströme 7r,f,, uogrnommen. Die
Amplituden a4 sind bei schwacher Kopplung klein: la;l ( 1 (, I'J", Bs -I).Mit diesen Voraussetzungen wird die Bewegungsgleichung (2) nach raschen (quasi-
harmonischen) und langsamen Vorgängen separiert. Die Konsistenz des Verfahrens
wird dabei durch die Entwicklung der bei der Explizierung von sin gi entstehenden
Besselfunktionen Jn(a) bis höchstens zur ersten Ordnung in a1 gesichert,. Nimmt man
eine reine HX'-Kopplung an, so lautet das Resultat:

': 
^.. , 

^Ciii - @ : ftchi I ici -f sin (ri - F),

Z A'i'i : isix; (i' i : I' 2) 'j

Dabei sind die Spannungen

u5 : 1116a'6e'd?i'

und die Admittanzmatrix

(yri): (Trn"'r* 
0,"' 

'rtr:l * rr"r\
mit dem Eigenleitwert Ao: i\ca * 1 des Einzelkontaktes und dem lfn'-Leitwert
Ao: zÄ|@ta: ZetRur) des Shunts eingeführt. Die ,,schnellen" Gleichungen (5b)
können.sehr instruktiv anhand einer Ersatzschaltung gedeutet werden; mit der Kehr-
matrix (aus fmpedanzen)

(Yti)-'I : l"'i) : 
"*6 

(':' *,""' ;i? rr)
werden sie nach o1 aufgelöst:

at: Z zno(iei,i).

(5a)

(5b)

(6)

(7a)

(?b)

(5 c)

Dieses System beinhaltet vier reelle Beziehungen, welche die Herleitung der Ausdrücke

arco sin (q- Ft) - -Rezr, - sin(2, - xr)Imzr2- cos(\- rr)Rezp,
arcosin(xz- 0z) - -Rezrrf sin(2, - xr)ImzzL- cos(xr- xr) Rez1

gestatten. Setzt man diese in die,,langsamen" Gleichungen (5a) ein, subtrahiert dieselben
voneinander, so ergibt sich beiBeachtung der Symmetrien zrL: ?zz, zrz: zzrschließlich
die reduzierte (verkürzte) Gleichung

7 = 1-
L! - n2 : pav + X + 

-Im 
212. SLI]?4

a
d.er Phasendifferenz % : Ht - x2, wobei (vgl. (7b))

(8)

Ak)

gilt.

"12 - a<.;[a<t: * zy<a]
(e)
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(13)

Serienspeisung

(14)

3. Intorpretation iler reiluzierten Gleichung

Zunächst ist festzustellen, daß die verkürzte Gleichung (8) dieselbe Form wie die

Grundgleichung (2) der vollen Phase 96 im autonomen Fall (; : O) besitzt. Zur Yer'
deutlichung werden eine neue (dimensionslose) ZeIb

l
d'r::Tmzrrrtrs

und weitere C.,;nl"

r : ,..1 (1, - lr), B" : r 
rm zrr. ps

Imzrz' ' " 0)

eingeführt, welche die angepaßte X'ormulierung

I:B"u"lx'{sinx (10)

erlauben. Der Strich (') bedeutet Ableitung nach z. n'ür schwache Kopplungen ly(,) I <
lgla,| und charakteristische n'requexrzert o) - 1 wird der neue McCumber-Parameter
B, im Sinne der Ungleichung

lB"l4 0c (11)

sowie das entsprechende Hystereseverhalten stark reduziert.
Bisher haben wir lediglich die Situation der Serienspeisung (sgn it _sgn ir) behan-

delt. Nun sollen die Verhältnisse bei Parallelspeisung (sgnzt: -sgn iz> 0; Abb. 1

rechts) studiert werden. Es ist zweckmäßig, den Ansatz (3) zu modifizieren:

p1 : a)s + NL + ar sin (cos * 0t),
qz: -@s - 242 - a, sin (cos -l Fr).

Dann ist unter Verwendung der Symmetrieeigenschaften

aa(-l.,o): ufi1@), u<"t(-co): ato@)
analog zu den Überlegungen in Absehn. 2 die verkürzte Gleichung

i, - lirl - 0", -T i -a ror zrr. sin x
(t)

fijr x : xt - tuz herleitbar, die formal aus der Beziehung (8) für die
dureh die Transformation

ir --r -7r, x --+ x l n

(12)

hervorgeht. In jedem I'all ist der Koeffizient fm zrr(a) fid,r die gegenseitige Phasenkopp-
lung verantwortlich. Verschwindet insbesondere die Shuntadmittanz (yp1 :0), so

zerf ällt, die Synchronisation.
Wir wenden uns nun Kohärenzfra ger' zü, beschränken uns aber wieder auf die Serien-

speisurrg lr:ir. Die reduzierte Gleichung (8) besitzt die stationäre Lösung (x: il:
const. )

(15)

( 16)

sinfz: 0 bzw. k:0, n,
deren Stabilität durch die Eigenwerbe

lrr,z -- J {t - [t - 
40" ro"2. t^ r,r]'''\z\cl -t (t) '"J J
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(x : ü ! öx, öx - ep') bestimmt ist, die für schwache Kopplungen lIm zrrl ( 1 durch
die Näherungen

ersetzbar sind. Nur p, enthält die Wechselwirkung; pr, dagegen beschreibt das Verhalten
autonomer Kontakte und wird deshalb hier als redundantes Ergebnis nicht 'weiter

beachtet. Das Stabilitätskriterium des phase-locking lautet:

(16a)

cosi.Im zrr)> 0. (17)

(18)

(1e)

Ein encilicher McCumber-Parameter formiert also auch das induktive Regime mit Super-
stratrlung, wenn ein rein resistiver Kopplungsarm vorhanden ist, [26]' Der Effeh a?{
nicht übärschätzt werden. X'ür fco ) t (2.8. Fc 2l, rp - 1) sowie y(s) - L ergibt sich

der asymptotische Zusammenhang

pr* - h, trzN -4"o, it'rmz*

- Zyt"t(L I Au) 1
Lm zrz N 

-p}iarr- 
- pb .

Die parasitäre Wirkung großer ps ist auch hinsichtlich der mutuellen Synchronisation
von Josephsonoszillatoren ausgeprägt.

sgn{Im zn}} 0 entspricht also dem induktiven, sq{Im zn}_{ 0 dem kapazitiven
R-egirne tfä tOl. Im resistiven Modell (Fc : 0) gibt, es insbesondere kein phase-locking,
wenn cliö Kopplung keine reaktive Komponente besitzt (Imzrr:0). Anders liegt der
Sachverhalt im RSCJ-Modell (Bo ) 0): IJnter der Annahme

rmz1,.1 :0, y*, : !: Re a(")
'(e)

berechnet man leicht

Imzrr:ffi>O

GiltIm zrr) 0,soistnurdieLösungä:0stabil.AusdenX'ormeln(5c)folgtpt : fr-
const,., die Oszillationsterme der FHA (3) sind in Phase, und die beiden Josephsonoszil-
latoren strahlen superradiant elektromagnetische Leistung ab (vgl. Abschn. 4). n'ür
Im zrr{ 0 ist umgekehrt nur die Lösung tt : n stabil; es wird keine Leistung emittiert.
Bei Fära[elspeisung der Kontakte ergibt sich der gleiche Sachverhalt: Der Einfluß des

negativen Vorzeichens am sin x-Term (13) wird durch die Phasenverschiebung (14)

aufgehoben.
bas Vorzeichen sgn {Imzrr} kennzeichnet das Betriebsregime der Josephsonzelle.

Dies sieht man leicht im g-ewr;linlichen RSJ-Modell (B" : 0 bzw. U<t; : 1) für den Spezial-

fall des Serienresonator-shunts z1s1 : r -y l, (ko. l) ; dr.tn gilt
1 ctol

r+2-,(^-L)
r I r2

b * 2\2 *lla -:l'\a@l

(19 a)
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4. Stromtoloranz' unal Leistungsabstrahlung

Die Einschränkung der identischen Gleichstromspeisung soll wieder fallengelassen

werden. Dann erhebt sich die Frage nach der maximalen Toleranz lir- irl,,clie noch
ein phase-locking x : ät, zuläßL Nach Gleichung (8) bzw.

1

lir- irl <; llm zrrl

ist der Maximalwert von lIm er, I aufzusuchen: Das wird jetzt für die praktisch wichtige
Situation a : I, fc : 7 ausgeführt. Damit berechnet man

rm , _ I Re yk, * F.ez a<") * Imz yk)
LLL'elz - 2 1f 2Re UpILI *P,uy<">l f 2ImU<,iI+Imy<al

Die Optimierungsbedingungen

O(Tm zrr) _ n A(Tm zrr) _ n
0(Re yrrl O(Lm yur\

Iiefeln die Relationen

(20)

( 21)

(22)

(23)

und

Diese beiden Gleichungen besitzen wegen ihrer Symmetrie nur die Lösung

r,ey("):-+, fm akr:-+.
Da jedoch der aktive Anteil der externen Admittanz nicht negativ sein darf, legen wir
ihn durch den Minimalwert

Re yru, : o (24)

fest. Dann verliert Relation (22) ihren Sinn, und aus der verbleibenden Optimalbedingung
(23) resultiert

TmA@)- -I, I^"rr:L

Die Stromspreizung lIr - 4i kann also 50o/o des kritischen Stromes Is bettagen.
Hystereseeffekte sind dabei unwesentlich, da der effektive Hystereseparameter (vgl.

'1

Abschn. 3) Bc : f beträgt. Wichtig ist noch die I'eststellung, daß unter den gervählten

Umständen (24,25) die betrachtete Zelle aus zwei Josephsonlontakten hinsichtlich
d.er Ausbildung der Superstrahlung sehr günstig im induktiven Regime Trn zr22 0 opti-
miert und andererseits die Annahme (24) eine zwingende X'olgerung der analogen Extre-
malaufgabe des h,SJ-Modells (p" : 0) ist [12, ].81. Hiei ist jedoch die Stromtoleranz

li, -;,1 wesentlich kleiner; dies wird ausführlich in Abschn. 5 diskutiert. Ztt Bercch-
irü"g aäi optimalen Oszillationsleistung gehen wir von der iden-bischen Serienspeisung

ir:i, im ind.uktiven Regime aus. Dann gllt fu: ü2, und-die am Shunt abfallende
Oszillationsspannung ist (vgl. (5b,c)) bis auf einen Phasenfaktor

[1 f 2Re y<"iLI I ZIm A<o]:

Re yplll * Re /t,tl - Tm yplfL f Im yluyl : 0.

(25)

' 92., .,c., ,
a : Zut - =--"\x)'\2 4ix',

a.(d) -I- p(a,
(26)
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der zugehörige Shuntstrom

i:2,t : --?-!-_ nui,z(") 221,;1 * zpy 
-

und dessen Leistung

p,,, : +Re {i*u} : + #hRez(?).

DDJ

(27)

(28)

bie Verallgemeinerung auf eine lineare Kette aus -lü Kontakten [12, 20, 21, 23] laut'et,
(hier ohne Beweis der Stabilität der uniformen Mode iri- 2, l29l):

I Nzlz' "lzP('v): T l#.^uR'e:(€)' (2u)
I Lt a(i\ -T p(c) 

|

Diese Leistung ist zu optimieren. Ztersb rvird cler Nenner clurch clie Forcierung

- Im z@1 : -I/ Im 261 (30)

minimiert, cler resultierende Ausdruck p(l) rvird optimal bei Anpassung der Wirk-
widerstände

Re zp1 : N Re z(t, (31)

man erhält

1^, ln, Rezl .\
P[-Jr' : f tr"nt (t"nr :'#,)

also das -lü-fache der Maximalabstra,hlung des Einzelkontakts. Wegen Re eliy =
Q -l 0baz)-1 q 1 muß gegenüber dem ll,SJ-Modell (8" : 0) zur Anpassung bei gegebe-
nem Wirkanteil R,e zpy der Shuntimpedanz eine entsprechend größere Anzahl von Jo-
sephsonverbindungen bereitgestellt, werden.

5. Diskussion

Wir diskutioren nun die in den vorangehenden Abschnitten gefundenen analytischen
R,esultate anhand einiger numerisch berechneter Details von Strom-Spannungs-Charak-
teristiken. Dabei wird - in völliger Übereinstimmung mit der experimentellen Praxis -
ein Gleichstrom (hier7r) fixiert uncl cler anclere [r) variiert. Der Kopplungsarm ist jeweils

/ 1\
durch einen Resonatorshunt vom Typ aley : r i i 

\lc,t - ,= J ""ptet"ntiert.
Abb. 2 zeigt die Spannungssynchronisation6r: n, für die \Verte r:1,0, I: l,l),

c : 1,0 und i, : 1,5 für verschiedene McCumber-Parameter Pr. ui ist dabei als totales
Zeibrrrittel

d,s ti;i@) (32)

der Momenta,nspannung g; definiert. Man erkennt, cleutlich, daß sich ein endlieher Wert

Fc > 0 fcirclerlich auf clie Synchronisationstiefe ir,,.n" - ünri, äusrvirkü (ir,riu" uncl ti2,,rr1,

sincl die Extremwert" -ror', 7, auf dem gemeinsamen Kennlinienast beider Josephson-
elemente). Der Effekt hat seine Grenzen: Schon ffu Bs : 5,0 ist faktisch keinSynchroni-
sationsverhalten mehr feststellbar. Diese Aussagen korrespondieren mit den tr'ormeln
(19, 19a). Von den verwendeten McCumber-Parametern generiert fc:0'5 die größte
Synchronisationstiefe. Dies ist einfach Ausdruck des Sachverhalts, daß die gewählte
fmpedanz E"1 nidnt im Sinne der Überlegungen von Abschn. 4 optirniert ist.

,,:;'*+ f



auf, die besonders deutlich ftu B": 1,0 ausgeprägt ist' Sie weist auf die komplizierte

Abhängigkeit des Koeffüienten zn (9) von der X'requenz ttt bzy. vom Speisestrom i,
hin, die 6ei der Grobschäfzung des Imaginärteils Im zrr(21) nicht berücksichtigt worden
ist.
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Abb.3 dokumenbiert für eine andere fmpedanz (r:0,0, l:1,0, c:2,0) schol
Synchronisationstiefen von weit mehr als 0,5 (fc: 0,5) bzw. 0,6 (0c:7,0). Es fällt
noch die tlnsleichheit

7r-Tr,^ro>7;,*".* - t (äD,l

1?

1,0

l2

1;8

1,6

Abb. 2. Strom-spannungs-Chara,kteristiken einer Basiszelle mit
c : 1,0) und verschiedenen McCumber-Parametern (s. Text)

2p

\61//1rls

1,9

1,?

1p

Abb. 3. Strom'sparurungs-Yerhalten für den tr'all eines

I :7,0, a :2,0)

Resonatorshunt' (r : 1,0, tr : 1,0,

v,Yz

reaktiven Kopplungsarms (r : 0,0,rern
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fn der Literatur [L2,151sind folgende Optimalbedingungen der Toleranz lir,-7rl
für das resistive Modell (ßc : 0) angegeben:

ImU(",t: - +
(Man kann diese auch mit der Methodik von Abschn. 4 herleiten). Hier gehört zur X're-
qverrz @: 1 der Strom

L-(t *oflttz-1,5.

ßc=1,0

r=0,0 t=1,0 c=1,0

0p 011 0l

1,0
V1,v2

Abb.4. Spannungss;,'nchronisation unter optimierten Kopplungsbedingungen (s. Text) nach dem
RSJ-Modell bzw. RCSJ-Modell (Bs : 1,0)

In Abb. 4 sind diese Daten realisiert (r : 0,0, l,:3,0, c : 1,0) mit dem Resultat

,r,.r* - frSlr-,2,*io-0,1ö. 
,

Nimmt man andererseits nach dem RCSJ-Modellmit Fc : 1,0 9ro6 at - i-t: 1,5 an und.
wiederholt mit dieser Frequenz (anstelle rron {D : 1) die Optimierungsprozedur von
Abschn. 4, so erhält man anstelle der X'ormeln (24,25)

sowre

R.y@):0, Im Ap1 : -I,25,Imzrr:0,48

llr-irl < o,ez. (35)

Die rrumerische Verarbeitung er{olgt in Abb. 4 mit' dem Tripel r : 0,0,1 : I,0, c : 1,0.
Die Synchronisationstiefe beträgt etwa 0,6 (mit den schon für Abb. 2 erörterten X'ein-
heiten der Lage des locking-Astes 6, :6r), hat damit die doppelte Größe des entspre-
chenden Wertes im RSJ-ModeU (B6, : 0).

Schließlich zeig!' Abb.5 noch die Situation fc:1,0, r :0,0, l:2,0,'c: 1,0 mit
demStrom dr-- 7,7.X'tirir:Iistar-0,95;dieseKonfigurationentsprichtalsosehr
gut den Op_timalbedingungen (25). Indessen sieht man, daß die obere n'hnke des locking-
Astes nur iz,^u" - ü- 0,35 beträgt, also nicht den in Abschn. 4 ermittelten Wert 0,5
erreicht. Die lJrsache dafür liegt in der schlechten Güte der FHA für a; - 1 (bei B" : 1).
Ohne nähere Erläuterung sei dazu angemerkt', daß die Optimierung der Synchroni-
sationstiefe des RSJ-Modells (8" : 0) in der Näherung der ersten Ilarmonischen bei

Re yrr, : 0, (34)

i2

?,0

ro

l,$
r=0O l=?O r=1O



a:7 ebenfalls zu große Toleranzen lrr,*," - Irl, lü,-u* - irl liefert. Der Überschät-
zungsfaktor ist dort -1,6, hat also etwa die gleiche Größe wie in der Situation von Abb. 5.
Außerdem fällt auf, daß der untere TeiI des locking-Astes nicht voll ausgeprägt,ist,

cla er in den spannungslosen Bereich del autonomenir- trr-Kennlinie stößt,. Dies ist,

im Hinblick auf prakiische Anwenclungen eine nachteilige Beschneidung der Strom-
l,olelanz.
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Abb. 5. Strom-spannungs-Kennlinien der Zelle mit relativ kleinem Speisestrom ü: I,l des ersten

Josephsonkontaktes
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